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Полиномиальные решения задачи Дирихле для 
уравнения Трикоми в полосе 
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Рассмотрено неоднородное уравнение Трикоми в полосе с полиномиальной правой частью. 
Показано, что краевая задача Дирихле с краевыми условиями, содержащими полиномы в 
правых частях, имеет полиномиальное решение. Приведен алгоритм построения этого 
полиномиального  решения и рассмотрены примеры. Если полоса лежит в области 
эллиптичности уравнения, то это решение единственно в классе функций медленного роста. 
Если полоса лежит в области смешанного типа, то решение задачи Дирихле не единственно в 
классе функций медленного роста. 
Ключевые слова: уравнение Трикоми, задача Дирихле, преобразование Фурье, обобщенные 
функции медленного роста, полиномиальные решения 
 
Введение 
Уравнение  
           
впервые было рассмотрено Ф.Трикоми [1-3] и в дальнейшем получило его имя. Это урав-
нение эллиптического типа в верхней полуплоскости      гиперболического типа в 
нижней полуплоскости     и параболически вырождается на прямой      Уравнения 
смешанного типа применяются в трансзвуковой газовой динамике [4-6]. Задача Дирихле 
для уравнения смешанного типа в области, в которой уравнение имеет смешанный тип, 
вообще говоря, поставлена некорректно [7]. Поиску условий корректности постановки за-
дачи  Дирихле для уравнения смешанного типа в области, в которой уравнение имеет 
смешанный тип, посвящено много работ, например [8-11]. 
Данная работа посвящена отысканию полиномиальных решений неоднородного 
уравнения Трикоми в полосе с полиномиальной правой частью. С помощью преобразова-
ния Фурье аналогично тому, как это ранее сделано в [12] для уравнения Пуассона, показа-
но, что краевая задача Дирихле с полиномиальными краевыми условиями имеет полино-
миальное решение. Приведен алгоритм построения этого полиномиального  решения и 
рассмотрены примеры. Если полоса лежит в области эллиптичности уравнения, то это ре-
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шение единственно в классе функций медленного роста по  . Если полоса лежит в облас-
ти, в которой уравнение имеет смешанный тип, то решение задачи Дирихле не единствен-
но в классе функций медленного роста по  . 
1. Постановка задачи 
Рассмотрим задачу Дирихле для неоднородного  уравнения Трикоми с полиноми-
альной правой частью в полосе 
                                               (1) 
c краевыми условиями I рода на границе полосы  
                                   (2) 
где         полином от переменных   и  ,              полиномы от  . 
Если известно некоторое полиномиальное решение неоднородного уравнения Три-
коми (1), то задача Дирихле (1)–(2) сводится к задаче Дирихле для однородного уравнения 
Трикоми. Действительно, пусть        — некоторое полиномиальное решение уравнения 
Трикоми (1), тогда для функции                      получаем однородное уравне-
ние Трикоми  
                                    (3) 
и краевые условия I рода 
                                         (4) 
Решив задачу Дирихле для однородного уравнения Трикоми (3),(4), мы получим ре-
шение задачи Дирихле для неоднородного уравнения Трикоми (1),(2) по формуле 
                      
Полиномиальные решения        задачи Дирихле (1),(2) принадлежат классу функ-
ций медленного роста по переменной   при каждом фиксированном   из интервала      , 
т.е. при любом         найдется такое     что 
                                                                       
 
  
                                                              
и, следовательно, как функции переменного   при каждом фиксированном   принадлежат  
пространству обобщенных функций медленного роста      . Поэтому к ним можно при-
менить преобразование Фурье для обобщенных функций медленного роста по 
переменной   [13].  
2. Полиномиальное решение неоднородного уравнения Трикоми 
Уравнение Трикоми с полиномиальной правой частью        ,   
                           
имеет полиномиальные решения, одно из которых можно получить по приводимой ниже 
формуле. Эту формулу достаточно привести для монома               Частным реше-
нием уравнения Трикоми с правой частью      будет функция 
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где        целая часть числа      
Справедливость формулы (6) доказывается непосредственной проверкой равенства 
               
     
Например, для 
             
решением, полученным по формуле (6), будет полином 
       
 
  
     
 
    
      
 
     
      
3. Задача Дирихле для полосы, лежащей в области эллиптичности 
Рассмотрим полосу        в которой уравнение Трикоми эллиптично и парабо-
лически вырождается на граничной прямой    . Поскольку решение задачи Дирихле 
для неоднородного уравнения сводится к решению задачи Дирихле для однородного 
уравнения, рассмотрим задачу Дирихле для однородного уравнения  
                              (7) 
                              (8) 
где       и      полиномы. 
Применим преобразование Фурье для обобщенных функций медленного роста по 
переменной   к уравнению (7) и краевым условиям (8), обозначив 
                        
Получим краевую задачу для обыкновенного дифференциального уравнения второго 
порядка с параметром      
                              (9) 
                           (10) 
Уравнение (9) — это уравнение Эйри, его общее решение выражается через функции 
Эйри [14,15] 
                
               
       
Функции Эйри       и       являются целыми функциями комплексного переменно-
го   и разлагаются в ряды, сходящиеся во всей комплексной плоскости, 
                                                
       
 
  
   
   
  
   
     
  
        
 
   
 
 
 
 
 
   
     
   
       
 
  
   
   
  
   
     
   
         
 
   
 
 
 
 
 
     
       
   
где       символ Похгаммера: 
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Используя краевые условия (10), получим единственное решение краевой задачи (9), 
(10) 
                               (11) 
где  
       
                                     
                              
  
       
                             
                              
  
Применяя обратное преобразование Фурье, получим единственное в классе функций 
медленного роста решение задачи Дирихле (7),(8) в виде свертки 
                                 (12) 
где  
         
                       
            
Чтобы найти свертку (12) с полиномами      и      достаточно рассмотреть случай 
монома     
       и        как функции переменного   бесконечно дифференцируемые и быст-
ро убывающие, то есть принадлежат пространству       а, следовательно, и        и 
       как функции переменного   принадлежат пространству     , поскольку преобра-
зование Фурье переводит      в себя. Кроме того,        и         четные функции  пе-
ременного   и, следовательно,        и         четные функции  переменного    
Решением задачи Дирихле (7), (8) с                будет функция 
                
               
 
  
    
     
            
 
   
 
  
            
          
 
   
         
 
  
    
где   
    
        
 — биномиальные коэффициенты. Поскольку последний интеграл для не-
четных   равен нулю в силу четности         по  , то 
           
       
     
   
          
 
  
    
где        целая часть числа      Пользуясь свойствами преобразования Фурье, получим 
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Так же, как в работе [12], показывается, что        являются полиномами от   и 
       является их производящей функцией, 
       
                             
                              
        
 
   
        
     
  
Действительно, имеем 
                              
 
 
         
     
 
   
 
   
 
 
 
 
 
        
       
  
 
     
 
   
 
  
     
   
  
     
     
   
         
и  
       
        
        
             
        
           
     
разлагается в ряд по четным степеням  . Покажем, что функции        являются полино-
мами от  . Имеем равенство 
  
 
  
     
   
  
     
     
   
         
   
 
  
     
   
  
     
     
   
                     
        
        
     
Приравнивая коэффициенты при равных степенях   в левой и правой частях этого равен-
ства, получим рекуррентные формулы для       , из которых будет видно, что функции 
       являются полиномами: 
               
 
 
  
            
 
  
   
 
  
         
 
   
          
   
        
   
 
и т.д. Таким образом,        и, следовательно,            
             являются 
полиномами от    
Приведем несколько первых полиномов         и соответствующих решений задачи 
Дирихле        . 
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Аналогично, решением задачи Дирихле (7), (8) с                будет функция 
           
       
     
   
        
где        полиномы от     производящая функция которых есть         
       
                                     
                              
        
 
   
        
     
  
Приведем несколько первых полиномов         и соответствующих решений задачи 
Дирихле        . 
      
   
 
       
 
  
              
      
 
    
                           
      
 
    
                               
      
 
      
                                              
            
       
 
      
                                           
                       
        
   
 
         
      
 
  
        
 
  
                          
        
 
  
                          
        
 
    
                                              
                     
        
 
   
                                                
                
Пример 1. Рассмотрим задачу Дирихле для неоднородного уравнения Трикоми 
                     
                       
                        
Неоднородное уравнение имеет полиномиальное решение, которое находится по форму-
ле (6): 
        
 
 
     
 
  
     
 
  
    
 
   
   
и задача Дирихле для неоднородного уравнения сводится к задаче Дирихле для однород-
ного уравнения для функции                       
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Решением задачи Дирихле для неоднородного уравнения будет полином 
                      
        
   
 
        
  
  
        
  
  
        
  
   
         
 
 
   
                                        
                                    
4. Задача Дирихле для полосы в области со смешанным типом 
Рассмотрим полосу –        в которой уравнение Трикоми имеет смешанный 
тип. Приведем полиномиальное решение задачи Дирихле 
                                   (13) 
                               (14) 
где       и      полиномы. 
Аналогично изложенному в предыдущем пункте, решением задачи Дирихле (13), 
(14) с                будет функция 
           
       
     
   
        
где        — полиномы, производящая функция которых 
                                     
                                        
        
 
   
        
     
  
Приведем несколько первых полиномов         и соответствующих решений задачи 
Дирихле        . Чтобы подчеркнуть их зависимость от параметра    будем в случае не-
обходимости писать          и          : 
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Решением задачи Дирихле (13), (14) с                будет функция 
           
       
     
   
        
где        — полиномы   производящая функция которых  
                                       
                                        
        
 
   
        
     
  
Поскольку производящая функция для полиномов        получается из производя-
щей функции для полиномов        заменой   на –  , то и сами полиномы        полу-
чаются из полиномов        заменой   на –                      . То же замечание 
относится и к соответствующим решениям задачи Дирихле:  
                      
Пример 2. Рассмотрим задачу Дирихле для неоднородного уравнения Трикоми 
                     
                       
                         
Неоднородное уравнение имеет полиномиальное  решение, которое находится по 
формуле (6): 
        
 
 
     
 
  
     
 
  
    
 
   
   
и задача Дирихле для неоднородного уравнения сводится к задаче Дирихле для однород-
ного уравнения для функции                       
                             
          
                        
 
 
     
 
  
     
 
  
    
 
   
    
                     
 
 
     
 
  
     
 
  
    
 
   
    
Решением задачи Дирихле для неоднородного уравнения будет полином 
                      
        
 
 
            
 
  
            
 
  
            
 
   
             
 
 
 
             
 
  
             
 
  
             
 
   
              
  
 
 
      
 
 
     
 
  
     
 
  
      
 
  
    
 
 
      
  
  
      
 
 
   
   
 
  
     
  
   
    
5. О единственности решения задачи Дирихле  
Если искать решение задачи Дирихле для полосы –       в классе функций мед-
ленного роста, то решение не единственно. К указанному в пункте 4 полиномиальному 
решению можно прибавить любое решение вида 
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где       — произвольные постоянные, а    — любой положительный корень уравнения 
                               
Приведем несколько первых положительных корней этого уравнения при     
(приближенные значения): 
                                                                
                
Можно предположить, что полиномиальное решение будет единственным в классе 
полиномов. Приведем основания для такого предположения. 
Для доказательства единственности полиномиального решения в классе полиномов 
достаточно показать, что если полином        удовлетворяет однородному уравнению 
Трикоми  
                      (15) 
и однородным граничным условиям 
                      (16) 
то он тождественно равен нулю,           Учитывая граничные условия (16) будем ис-
кать полином, удовлетворяющий уравнению (15) в виде 
                      
где                
 
    — произвольный полином степени  ;  
                  
    — однородный полином степени  . 
Для небольших   легко проверить, что подставляя полином        в уравнение (15) 
и приравнивая к нулю коэффициенты при различных мономах     , получим, что все ко-
эффициенты полинома        равны нулю и, следовательно,         : 
1) при     
                        
            
                             
2) при     
                                  
                         
                                                            
На компьютере это утверждение проверено для полиномов до степени       
Заключение 
С помощью преобразования Фурье обобщенных функций медленного роста получе-
ны полиномиальные решения задачи Дирихле в полосе для неоднородного уравнения 
Трикоми с полиномиальной правой частью и граничными условиями с полиномиальными 
правыми частями. Этим же методом могут быть получены полиномиальные решения и 
других краевых задач для уравнения Трикоми в полосе. Например, смешанной краевой 
задачи Дирихле — Неймана. 
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Dirichlet Problem Polynomial Solutions for the 
Tricomi Equation in a Strip 
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Keywords: Tricomi equation, Dirichlet problem, Fourier transform, generalized functions of slow 
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In the paper we consider a Tricomi equation of mixed type. This equation is elliptic in the 
upper half-plane, hyperbolic in the lower half-plane and parabolically degenerate on the bound-
ary of half-planes. Equations of mixed type are used in transonic gas dynamics. The Dirichlet 
problem for an equation of mixed type in a mixed domain is, in general, ill-posed. There are 
many papers on finding conditions to have a well-posed Dirichlet problem for a mixed-type 
equation in a mixed domain. 
The paper objective is to find the exact polynomial solutions of the inhomogeneous 
Tricomi equation in a strip with a polynomial right-hand side. The Fourier transform method 
shows that the Dirichlet boundary value problem with polynomial boundary conditions has a 
polynomial solution. The paper presents an algorithm for constructing this polynomial solution 
and discusses examples. If the strip lies in the ellipticity region of the equation, then this solution 
is unique in the class of functions of polynomial growth. If the strip lies in a mixed domain, then 
the solution of the Dirichlet problem is not unique in the class of functions of polynomial 
growth, but it is unique in the class of polynomials. 
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